
Chapitre 4 : Syst�emes Num�eriques

John Klein

Universit�e de Lille - CRIStAL UMR CNRS 9189

John Klein (Lille1) SiS 1 / 56



Figure � Vue s
h�ematique ¾ entr�ee / sortie ¿d'un syst�eme num�erique.

Quel impa
t du passage au num�erique sur la mod�elsation des syst�emes ? :

Les r�esultats �etablis dans le 
hapitre 2 sont-ils 
onserv�es apr�es

�e
hantillonnage ?

La fon
tion de transfert dans le domaine de Lapla
e ou de Fourier

est-elle toujours un outil de repr�esentation aussi e�
a
e ?

Le but du 
hapitre est de r�epondre �a 
es interrogations.
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Equation aux di��eren
es

Un syst�eme r�egi par une �equation di��erentielle est l'ar
h�etype du

syst�eme de 
onvolution.

Ces �equations font intervenir des d�eriv�ees de signaux.

Pour un signal analogique x (t), on approxime sa d�eriv�ee en num�erique

par :

xn − xn−1

Te

≈ x ′ (t) , (1)

quand t = nTe .

En it�erant, on approxime sa d�eriv�ee mi�eme

en num�erique par :

x(m) (t) ≈
x
(m−1)
n − x

(m−1)
n−1

Te

,

≈
x
(m−2)
n − 2x

(m−2)
n−1

+ x
(m−2)
n−2

T 2

e

,

≈
1

Tm
e

m
∑

i=0

(

i

m

)

(−1)ixn−i . (2)
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Equation aux di��eren
es

Consid�erons une �equation di��erentielle g�en�erique :

aps
(p) (t) + ...+ a

1

s ′ (t) + a
0

s (t) = bme
(m) (t) + ...+ b

1

e′ (t) + b
0

e (t) .

En utilisant les approximations pr�e
�edentes, le passage au num�erique

produit l'�equation suivante :

αpsn−p + ...+ α
1

sn−1

+ α
0

sn = βmen−m + ...+ β
1

en−1

+ β
0

en,

ave
 αi =
p
∑

k=i

(

k
p

)

ak
T k
e
et βi =

m
∑

k=i

(

k
m

)

bk
T k
e
.

Cette �equation est appel�ee �equation aux di��eren
es et est un syst�eme

num�erique.
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Equation aux di��eren
es

Equation aux di��eren
es :

Les syst�emes r�egis par des �equations aux di��eren
es sont toujours des

syst�emes de 
onvolution.

On 
onserve la propri�et�e fondamentale suivante :

Propri�et�e

Soit un syst�eme de 
onvolution num�erique (ou �ltre num�erique) dont la

r�eponse impulsionnelle

a

est not�ee hn. Soit en un signal d'entr�ee quel
onque

et sn sa sortie. On a alors :

sn = {h ⋆ e}n , (3)

⇔ sn =
+∞
∑

i=−∞
en−ihi . (4)

a. La d�e�nition de la r�eponse impulsionnelle reste in
hang�ee en num�erique. Il

s'agit de la sortie produite quand l'entr�ee est l'impulsion de Dira
 δn.
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Equation aux di��eren
es

Cat�egories de �ltres num�eriques :

D�e�nition

On appelle �ltre �a r�eponse impulsionnelle �nie (RIF) tout �ltre

num�erique tel que sa r�eponse impulsionnelle hn est non-nulle pour un

nombre �ni de valeur de n. Autrement dit, il existe un 
ertain entier M au

del�a duquel hn = 0, ∀n ≥ M.

Quand l'�equation aux di��eren
es est telle que tous les 
oe�
ients αi

sont nuls sauf α
0

, on tombe sur �ltre RIF 
ausal ave
 en parti
ulier :

hi =

{

βi

α
0

si 0 ≤ i ≤ n

0 sinon

. (5)
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Equation aux di��eren
es

Cat�egories de �ltres num�eriques :

D�e�nition

On appelle �ltre �a r�eponse impulsionnelle in�nie (RII) tout �ltre

num�erique tel que sa r�eponse impulsionnelle hn est non-nulle pour un

nombre in�ni de valeur de n.

In�nit�e de valeurs non nulles → peu �evident �a 
al
uler en pratique.

Attention

Chez 
ertains auteurs, �ltres RII = �ltres r�e
ursifs.

Un �ltre est r�e
ursif, si il existe un αi 6= 0 en plus de α
1

.

Quand le 
al
ul de la valeur a
tuelle de la sortie yn d�epend d'au moins

une de ses valeurs pass�ees yn−i , on obtient le plus souvent un �ltre RII.
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Equation aux di��eren
es Transform�ee en Z

Vers un mod�ele e�
a
e de �ltre num�erique :

Peut-on utiliser la transform�ee de Lapla
e sur un �ltre num�erique xn ?

Oui mais �a 
ondition de l'appliquer au signal �e
hantillonn�e xe (t) d�e�ni
en tout t :

L{xe} (p) =

∫ +∞

0

xe (t) e
−ptdt,

=

∫ +∞

0

∑

k∈Z
x (kTe) δ (t − kTe) e

−ptdt,

=
+∞
∑

k=0

x (kTe) e
−pkTe ,

=

+∞
∑

k=0

xke
−pkTe . (6)
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Equation aux di��eren
es Transform�ee en Z

Vers un mod�ele e�
a
e de �ltre num�erique :

Une fon
tion de transfert de �ltre num�erique n'aura pas une

expression simple en Lapla
e �a 
ause des exponentielles.

En posant le 
hangement de variable z = epTe
, on re
onna��t un objet

math�ematique appel�e s�erie enti�ere. Cet objet o�re alors une nouvelle

repr�esentation du signal qu'on quali�e de transform�ee en Z :

D�e�nition

Soit xk un signal num�erique. Soit z ∈ C une variable 
omplexe. On appelle

Transform�ee en Z de xk la fon
tion not�ee X (z) telle que :

X (z) =

+∞
∑

k=0

xkz
−k . (7)

On note Z l'op�erateur qui �a xk asso
ie X (z) = Z {xk} (z). Cette
d�e�nition est parfois �etendue pour les k n�egatifs.
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Equation aux di��eren
es Transform�ee en Z

Transform�ee en Z :

La TZ est tr�es li�ee �a la transform�ee de Lapla
e mais pr�esente les avantages

suivants :

une �e
riture des r�esultats plus 
on
ise et ne faisant plus appara��tre le

param�etre Te . En e�et, le r�ole du param�etre Te est ex
essivement

important lors de l'�e
hantillonnage mais une fois 
elui-
i termin�e, il ne

sera plus sp�e
ialement in�uent.

une �equivalen
e formelle ave
 les s�eries enti�eres qui ont fait l'objet de

nombreux d�eveloppements math�ematiques que l'on va pouvoir

exploiter.
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Equation aux di��eren
es Transform�ee en Z

Transform�ee en Z :

La transform�ee en Z not�ee X (z) n'est pas for
�ement d�e�nie pour tout

z ∈ C. Il y a m�eme des 
as o�u elle n'est d�e�nie nulle part.

On sait que le domaine de d�e�nition d'une transform�ee en Z est

d�epend de valeurs-fronti�ere pour le module |z |. Ces bornes sont
appel�ees rayons :

Propri�et�e

Soit X (z) la transform�ee en Z de la suite xn. Pour toute transform�ee en Z

d�e�nie sur un ensemble non vide, il existe un 
ouple de r�eels (R
1

,R
2

) ∈ R
2

tel que R
1

≤ R
2

et X (z) est d�e�nie pour tout z tel que R
1

≤ |z | ≤ R
2

.
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Equation aux di��eren
es Transform�ee en Z

Transform�ee en Z :

Le domaine d'existen
e d'une transform�ee en Z dans le 
as le plus


ourant o�u 0 < R
1

< R
2

< +∞ a l'allure suivante :

R
1

R
2

Re {z}

Im {z}

domaine d'existen
e

Quand le signal xn est 
ausal alors on a R
2

= +∞.

John Klein (Lille1) SiS 14 / 56



Equation aux di��eren
es Transform�ee en Z

Transform�ee en Z : propri�et�es

Lin�earit�e : Z {axn + byn} = aZ {xn}+ bZ {yn},

Retard : Z {xn−k} = z−kZ {xn},

Modulation : Z {anxn} (z) = X
(

z
a

)

,

D�erivation : Z {nxn} (z) = −zX ′ (z),

Sym�etrie : Z {x−n} (z) = X
(

1

z

)

,

Valeur intiale : lim
|z |−→+∞

X (z) = x
0

,

Valeur �nale : lim
|z |−→1

(z − 1)X (z) = limn−→+∞ xn,

Convolution : Z {xn ⋆ yn} = Z {xn} × Z {yn}.
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Equation aux di��eren
es Transform�ee en Z

Transform�ee en Z : propri�et�es

Ces propri�et�es sont valables en des valeurs de z pour lesquelles tous les

termes utilis�es sont d�e�nis.

Par exemple, si on note Dx et Dy les domaines d'existen
e de X (z) et
Y (z) et que Dx ∩Dy = ∅ alors dans 
e 
as la prori�et�e de lin�earit�e n'a

pas de sens.
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Syst�emes de 
onvolution num�eriques Fon
tion de transfert en Z des �ltres num�eriques

Appliquons la TZ �a la forme g�en�erale de l'�equation aux di��eren
es :

Z

{

p
∑

i=0

αi sn−i

}

= Z







m
∑

j=0

βjen−j







,

⇔

p
∑

i=0

αiZ {sn−i} =

m
∑

j=0

βjZ {en−j} ,

⇔

p
∑

i=0

αiz
−iS (z) =

m
∑

j=0

βjz
−jE (z) ,

⇔ S (z)

p
∑

i=0

αiz
−i = E (z)

m
∑

j=0

βjz
−j .
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Syst�emes de 
onvolution num�eriques Fon
tion de transfert en Z des �ltres num�eriques

En d�e�nissant la fon
tion de transfert H (z) du syst�eme num�erique


omme �etant le rapport de la sortie sur l'entr�ee, on retrouve une forme

habituelle de fra
tion rationnelle :

H (z) =
S (z)

E (z)
,

=

m
∑

j=0

βjz
−j

p
∑

i=0

αiz−i

. (8)

On notera bien que les puissan
es de z sont n�egatives.
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Syst�emes de 
onvolution num�eriques Fon
tion de transfert en Z des �ltres num�eriques

Fon
tion de transfert pour un �ltre num�erique :

La fon
tion de transfert en Z est plus g�en�erale que 
elle dans le

domaine fr�equentiel qui s'obtient par le 
hangement de variable

z = e2iπfTe
:

H (f ) = H (z) |z=e2iπfTe . (9)

La fon
tion H (f ) n'est pas num�erique ! Logique ? Probl�ematique ?

Un �ltre num�erique doit fon
tionner ind�ependemment de la fa�
on dont

un signal d'entr�ee en a �et�e �e
hantillonn�e. Il est don
 normal que Te et

N ne soient pas des param�etres d'in�uen
e pour H (f ).
H (f ) repr�esente le 
omportement du syst�eme num�erique en fr�equentiel

dans le 
as g�en�eral.

H (f ) ne peut �etre manipul�ee par un ordinateur. Pour e�e
tuer un

�ltrage 
�ot�e fr�equentiel, il su�t de prendre Hm = H
(

m Fe

N

)

et de

pro
�eder �a une multipli
ation point par point ave
 Em = T FD {en}.
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Syst�emes de 
onvolution num�eriques Fon
tion de transfert en Z des �ltres num�eriques

Fon
tion de transfert pour un �ltre num�erique :

Pour �ltrer, on a don
 le 
hoix entre les deux 
hemins suivants :

Figure � Lien ¾ entr�ee / sortie ¿ 
�ot�e temporel ou 
�ot�e fr�equentiel.
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Syst�emes de 
onvolution num�eriques Fon
tion de transfert en Z des �ltres num�eriques

Fon
tion de transfert pour un �ltre num�erique :

La transform�ee en Z en
ode l'�e
hantillonnage sous-ja
ent qui impose

une r�eplique du spe
tre tous les multiples de Fe .

La fon
tion H (f ) est don
 p�eriodique de p�eriode Fe . Exemple pour un

passe-bas :

−Fe

2

Fe

2

1

f

|H (f )|

Chaque r�eplique de la fon
tion de transfert va �lter 
haque r�eplique du

signal d'entr�ee.
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Syst�emes de 
onvolution num�eriques Fon
tion de transfert en Z des �ltres num�eriques

Fon
tion de transfert num�erique : stabilit�e

La d�e�nition de la stabilit�e pour un syst�eme num�erique est identique

au 
as analogique.

Un �ltre num�erique type fra
tion rationnelle est stable si tous les p�oles

de la fon
tion de transfert H (z) sont dans le 
er
le unit�e. Si on note

zi les p�oles de H (z), on a |zi | < 1 (in�egalit�e stri
te) pour tout i .

Tous les �ltres RIF sont stables.
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Syst�emes de 
onvolution num�eriques Fon
tion de transfert en Z des �ltres num�eriques

Fon
tion de transfert num�erique : stabilit�e

1

Re {z}

Im {z}

Stabilit�e

Instabilit�e

•
z
2

= z
1

•
z
1

•
z
3

•
z
4

= z
3

•
z
5
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Syst�emes de 
onvolution num�eriques Fon
tion de transfert en Z des �ltres num�eriques

Fon
tion de transfert num�erique : phase lin�eaire

Un �ltre RIF 
ausal est �a phase lin�eraire si il y a une sym�etrie (ou une

anti-sym�etrie) dans la suite hn 
orrespondant �a la r�eponse

impulsionnelle du �ltre. Comme le �ltre est RIF, on sait qu'il existe N

tel que hN > 0 et hn = 0 pour tout n > N. La phase sera lin�eraire si

on a hn+i = hN−i pour tout i entre 0 et N. Pour illustration, la

r�eponse impulsionnelle suivante satisfait 
ette 
ondition :

1 2 3 4 5 6

n

hn

Au
un RII ne peut �etre �a phase lin�eraire.
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Syst�emes de 
onvolution num�eriques Synth�ese de �ltres num�eriques

Synth�ese de �ltres num�eriques :

Pour fabriquer ais�ement un �ltre num�erique, il faut obtenir sa fon
tion

de transfert en Z.

Nous supposons partir d'un 
ahier des 
harges similaire au 
as

analogique et exprim�e sous forme d'un gabarit.

Comme en analogique, on se fo
alise sur la synth�ese de passe-bas.

On donne deux m�ethodes de synth�ese de RIF et deux autres pour les

RII.

Pour les RIF, 
onna��tre H (z) est �equivalent �a 
onna��tre hn.
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Syst�emes de 
onvolution num�eriques Synth�ese de �ltres num�eriques

M�ethode de la fen�etre (RIF) :

1

Restreindre le gabarit �a l'intervalle des fr�equen
es

[

−Fe

2

; Fe

2

]

. En e�et,

nous obtiendrons �a la �n une r�eponse impulsionnelle hn qui est

suppos�e r�esulter de l'�e
hantillonnage d'une r�eponse 
ontinue h (t).

2

Trouver une fon
tion 
ontinue Hgab (f ) qui satisfait le gabarit �a l'aide

d'une appro
he vue au 
hapitre 2.

3

Cal
uler la transform�ee de Fourier inverse de Hgab (f ) pour obtenir une
r�eponse impusionnelle 
ontinue hgab (t) = F−1 {Hgab} (t). On
multipliera de plus hgab (t) par la 
onstante Te .

4

E
hantillonner hgab (t) au pas de Te sym�etriquement autour de z�ero

de sorte �a obtenir N �e
hantillons h̃n.

5

(optionnel) Fen�etrer par une fon
tion de pond�eration wn pour att�enuer

¾ l'e�et mesure ¿.
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Syst�emes de 
onvolution num�eriques Synth�ese de �ltres num�eriques

M�ethode de la fen�etre :

6

D�e
aler la r�eponse de sorte �a la rendre 
ausale hn = h̃n−k ave
 k la

partie enti�ere de

N
2

.

7

V�eri�er que le gabarit est respe
t�e en 
al
ulant Hm = T FD {hn}.

+ Avantage : gr�a
e �a l'�etape 6, le �ltre obtenu est 
ausal. Comme

l'�e
hantillonnage de l'�etape 4 est sym�etrique le �ltre est �a d�ephasage

lin�eaire.

− In
onv�enient : 
ette m�ethode n�e
essite le 
al
ul expli
ite de hgab (t)
(rarement disponible). A 
ause de l'�etape 6, le �ltre a un r�egime

transitoire potentiellement long.
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Syst�emes de 
onvolution num�eriques Synth�ese de �ltres num�eriques

Exemple

Pour un gabarit de d�epart identique �a 
elui vu au 
hapitre 2 :

Pour la 1

�ere

�etape, il faut anti
iper des probl�emes de re
ouvrement 
ar

nous allons �e
hantillonner �a l'�etape 4. La fr�equen
e maximale de la

fon
tion de transfert est la fr�equen
e de 
oupure Fc d'o�u Fe > 2Fc
(Shannon). Choisissions par exemple Fe = 4Fc et Fc =

Fp+Fa

2

:

•
Fc

−Fe

2

Fp Fa Fe

2

= 2Fc

Aa

1− Ap

f

|Hgab (f )|
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Syst�emes de 
onvolution num�eriques Synth�ese de �ltres num�eriques

Exemple

Pour la 2

�eme

�etape, nous avons tout int�er�et �a 
hoisir un �ltre id�eal :

Hgab (f ) = Π[−Fc ;Fc ] (f ). Ce 
hoix va fa
iliter l'�etape suivante et on

sait qu'il n'y a pas meilleur 
hoix.

Pour la 3

�eme

�etape, il a �et�e vu que si Hgab (f ) = Π[−Fc ;Fc ] (f ) alors
hgab (t) = 2Fcsin
 (2πFct). On donne 
i-apr�es le tra
�e de 
ette

fon
tion :

1

1

•
Te

t

hgab (t)
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Syst�emes de 
onvolution num�eriques Synth�ese de �ltres num�eriques

Exemple

Pour la 4

�eme

�etape, il est plus 
ommode de 
hoisir N impair, prenons

par exemple N = 31. On 
onservera don
 les �e
hantillons suivants :

{

h̃−15

= Tehgab (−15Te) , ..., h̃15 = Tehgab (15Te)
}

. Le signal

num�erique h̃n est alors donn�e par le graphique suivant :

Te 1

1

t

h̃n
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Syst�emes de 
onvolution num�eriques Synth�ese de �ltres num�eriques

Exemple

On passe la 5

�eme

�etape pour arriver �a la 6

�eme

, o�u il su�t de poser

{

h
0

= h̃−15

, ..., h
30

= h̃
15

}


ar la partie enti�ere de

N
2

vaut i
i 30. Le

signal num�erique hn est alors donn�e par le graphique suivant :

Te 1

1

t

hn
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Syst�emes de 
onvolution num�eriques Synth�ese de �ltres num�eriques

Exemple

Pour la 7

�eme

�etape, on v�eri�e si la TFD de hn respe
te le gabarit :

•
Fc

−Fe

2

Fp Fa Fe

2

= 2Fc

Aa

1− Ap

f

|H (f )|

La fr�equen
e de 
oupure est bien lo
alis�ee mais la fon
tion de

transfert d�eborde du gabarit �a 
ause os
illations en bande passante.
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Syst�emes de 
onvolution num�eriques Synth�ese de �ltres num�eriques

Exemple

Le 
hoix N = 31 revient �a multiplier hgab (t) par la porte temporelle

assez �etroite Π[0;30Te ] (t). C�ot�e fr�equentiel, on r�e
olte don
 une


onvolution ave
 un sinus 
ardinal 
e qui se traduit par 
es os
illations

parasites. Rajoutons l'�etape 5 :

•
Fc

−Fe

2

Fp Fa Fe

2

= 2Fc

Aa

1− Ap

f

|H (f )|
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Remarque

En ayant 
hoisi N = 31, la TFD ne peut donner que 31 valeurs spe
trales

Hm �equi-r�eparties entre 0 et Fe . La qualit�e du dessin devrait don
 �etre

bea
oup plus approximative. Deux solutions sont possibles pour augmenter

arti�
iellement la r�esolution fr�equentielle d'une fon
tion de transfert

num�erique :

la premi�ere 
onsiste �a rajouter des z�eros �a la suite {xn}
N−1

n=0

. On parle

de zero-padding. La TFD fournira alors autant de valeurs spe
trales

suppl�ementaires qu'on a rajout�e de z�eros.

la deuxi�eme 
onsiste �a �e
hantillonner la fon
tion de transfert H (z)
obtenue par 
hangement de variable �a partir de H (z).

Attention ! Dans les deux 
as, 
ela permet seulement d'avoir un tra
�e plus


omplet mais 
ela ne gomme absolument pas ¾ l'e�et mesure ¿. C'est bien

pour 
ela qu'on observe des os
illations quand l'�etape 5 n'est pas e�e
tu�ee.
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M�ethode de dis
r�etisation en fr�equen
es (RIF) :

1

Restreindre le gabarit �a l'intervalle des fr�equen
es

[

−Fe

2

; Fe

2

]

(m�eme

expli
ation que la m�ethode pr�e
�edente).

2

Trouver une fon
tion 
ontinue Hgab (f ) qui satisfait le gabarit �a l'aide

d'une appro
he vue au 
hapitre 2.

3

Dis
r�etiser la fon
tion Hgab (f ) �a la m�eme r�esolution que la TFD, i.e.

Fe

N
situ�es sur l'intervalle [0;Fe ].

4

Conserver les N �e
hantillons Hm = Fe × Hgab

(

mFe

N

)

.

5

Appliquer la TFD inverse pour obtenir hn = T FD−1 {Hm}.
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M�ethode de dis
r�etisation en fr�equen
es :

+ Avantage : la m�ethode est simple �a mettre en oeuvre et on a

l'assuran
e de respe
ter le gabarit.

− In
onv�enient : on ne sait pas si le �ltre est 
ausal ou �a phase lin�eaire.
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M�ethode par invarian
e de la r�eponse impulsionnelle (RII) :

1

Restreindre le gabarit �a l'intervalle des fr�equen
es

[

−Fe

2

; Fe

2

]

(m�eme

expli
ation que la m�ethode pr�e
�edente).

2

Trouver une fon
tion 
ontinue Hgab (p) (domaine de Lapla
e) qui

satisfait le gabarit et qui est une fra
tion rationnelle �a l'aide d'une

appro
he vue au 
hapitre 2.

3

D�e
omposer 
ette fra
tion rationnelle en �el�ements simples :

Hgab (p) =
n
∑

i=0

ai
p−pi

ave
 les {pi}
n
i=1

les p�oles 
omplexes de la fon
tion

de transferts et les {ai}
n
i=1

des 
onstantes 
omplexes.

4

Obtenir la fon
tion de transfert dans le domaine Z par 
hangement de

variable : H (z) = Te

n
∑

i=0

ai
1−epi Te z−1

.
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M�ethode par invarian
e de la r�eponse impulsionnelle :

+ Avantage : on a l'assuran
e que la r�eponse impulsionnelle hn telle que

Z {hn} (z) = H (z) 
oin
ide ave
 la fon
tion h (t) telle que
L{h} (p) = Hgab (p) : hn = h (nTe) pour tout n. Gr�a
e �a 
e point le

gabarit est automatiquement respe
t�e puisqu'on retrouvera dans la

bande

[

−Fe

2

; Fe

2

]

la m�eme fon
tion que Hgab mais �a 
ondition que le

re
ouvrement soit faible 
e qui impose souvent de 
hoisir Fe ≫ Fc !

− In
onv�enient : la m�ethode ne s'adresse qu'aux fon
tions de transfert

type fra
tion rationnelle et il faut e�e
tuer la d�e
omposition en

�el�ements simples.
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M�ethode par invarian
e de la r�eponse impulsionnelle :

Exemple

Pour un gabarit de d�epart identique �a 
elui vu au 
hapitre 2 :

Pour la 1

�ere

�etape, il faut anti
iper d'�eventuels probl�emes de

re
ouvrement. La fr�equen
e maximale de la fon
tion de transfert est la

fr�equen
e de 
oupure Fc d'o�u Fe > 2Fc (Shannon). Choisissions par

exemple Fe = 1Hz et Fc = 1

2π
:

−Fe

2

Fp Fa Fe

2

Aa

1− Ap

f

|Hgab (f )|
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M�ethode par invarian
e de la r�eponse impulsionnelle :

Exemple

Pour la 2

�eme

�etape, supposons qu'un �ltre de Butterworth d'ordre 2

satisfait le gabarit : Hgab (p) =
1

p2+
√
2p+1

si Fc = 1

2π
.

•
Fc

−Fe

2

Fp Fa Fe

2

Aa

1− Ap

f

|Hgab (f )|
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M�ethode par invarian
e de la r�eponse impulsionnelle :

Exemple

Passons �a la 3

�eme

�etape qui 
onsiste �a faire la d�e
omposition en

�el�ements simples. Dans notre 
as, on obtient

Hgab (p) =
−i

√

2

2

p+
√

2

2

−i
√

2

2

+
i
√

2

2

p+
√

2

2

+i
√

2

2

.

Pour la 4

�eme

et derni�ere �etape, il ne reste plus qu'�a pro
�eder au


hangement de variable d'o�u

H (z) =
−i

√

2

2

1−e

(

−

√

2

2

+i

√

2

2

)

Te
z−1

+
i
√

2

2

1−e

(

−

√

2

2

−i

√

2

2

)

Te
z−1

.
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M�ethode par invarian
e de la r�eponse impulsionnelle :

Exemple

Pour v�eri�
ation, on peut 
al
uler H (f ) �a partir de H (z) et tra
er son
module :

•
Fc

−Fe

2

= −1

2

Fp Fa Fe

2

Aa

1− Ap

f

|H (z) |z=e2iπfTe |

On 
onstate alors que le gabarit n'est pas respe
t�e.
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M�ethode par invarian
e de la r�eponse impulsionnelle :

Exemple

Nous avons pris Fe = 1Hz 
e qui est largement sup�erieur �a Fc mais le

�ltre de Butterworth �etant peu s�ele
tif le re
ouvrement sera malgr�e

tout assez important. Passons �a Fe = 2Hz :

•
Fc

−Fe

2

= −1

Fp Fa Fe

2

=1

Aa

1− Ap

f

|H (z) |z=e2iπfTe |

John Klein (Lille1) SiS 45 / 56



Syst�emes de 
onvolution num�eriques Synth�ese de �ltres num�eriques

M�ethode par transformation bilin�eaire :

1

Restreindre le gabarit �a l'intervalle des fr�equen
es num�eriques

fnum ∈
[

−Fe

2

; Fe

2

]

(m�eme expli
ation que la m�ethode pr�e
�edente).

2

Transformer 
e gabarit en gabarit analogique �a l'aide du 
hangement

de variable : fana =
1

πTe
tan (πfnumTe).

3

Trouver une fon
tion 
ontinue Hgab (p) (domaine de Lapla
e) qui

satisfait le gabarit �a l'aide d'une appro
he vue au 
hapitre 2.

4

E�e
tuer le 
hangement de variable p = 2

Te

1−z−1

1+z−1

(appel�e

transformation bilin�eaire) pour obtenir H (z) = Hgab (p) |p= 2

Te

1−z−1

1+z−1

.
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M�ethode par transformation bilin�eaire :

+ Avantage : La transformation bilin�eaire fait 
orrespondre le domaine

de stabilit�e des fra
tions rationnelles en analogique (demi-plan gau
he)

�a 
elui des fra
tions rationnelles en num�erique (
er
le unit�e). On est

don
 assur�e que le �ltre est stable.

− In
onv�enient : Comme la m�ethode pr�e
�edente, la m�ethode ne s'adresse

qu'aux fon
tions de transfert type fra
tion rationnelle puisque nous

souhaitons que H (z) en soit aussi une. La m�ethode n'assure pas que

le gabarit sera respe
t�e, une �etape de v�eri�
ation s'impose don
.
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M�ethode par transformation bilin�eaire :

Exemple

Pour un gabarit de d�epart identique �a 
elui vu au 
hapitre 2 :

Pour la 1

�ere

�etape, 
onsid�erons le m�eme gabarit que dans l'exemple

pr�e
�edent et qui 
on
erne don
 le �ltre num�erique souhait�e. L'axe des

fr�equen
es est alors i
i fnum :

−Fe

2

Fp Fa Fe

2

Aa

1− Ap

fnum

|Hgab (fnum)|
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M�ethode par transformation bilin�eaire :

Exemple

Pour la 2

�eme

�etape, il faut modi�er 
e gabarit en 
hangeant l'axe des

fr�equen
es qui devient fana. Les seuls param�etres 
on
ern�es sont don


Fp, Fa et Fc . Les modi�
ations de leurs valeurs sont donn�ees dans le

tableau suivant :

fnum fana
Fp 0.1 0.103

Fa 0.4 0.98

Fc
1

2π
≈ 0.16 0.1734
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M�ethode par transformation bilin�eaire :

Exemple

On aboutit au gabarit analogique suivant :

•
Fc

−Fe

2

Fp FaFe

2

Aa

1− Ap

fana

|Hgab (fana)|
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M�ethode par transformation bilin�eaire :

Exemple

Passons �a la 3

�eme

�etape et supposons qu'un �ltre de Butterworth

d'ordre 2 satisfait le gabarit analogique. Pour Fc = 0.1734, on a

Hgab (p) =
157.91

p2+17.7715p+157.9137
. Son tra
�e (en module) s'int�egre bien

dans le gabarit analogique :

•
Fc

−Fe

2

Fp FaFe

2

Aa

1− Ap

fana

|Hgab (fana)|
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M�ethode par transformation bilin�eaire :

Exemple

Pour la 4

�eme

�etape, il ne reste plus qu'�a pro
�eder au 
hangement de

variable pour obtenir H (z) dont l'expression expli
ite pr�esente peu

d'int�er�et. En revan
he, on peut v�eri�er que le gabarit num�erique est

respe
t�e :

•
Fc

−Fe

2

Fp Fa Fe

2

Aa

1− Ap

fnum

|H (z) |z=e2iπfTe |
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R�ealisation de �ltres num�eriques :

Un �ltre num�erique s'e�e
tue �a l'aide de 
omposants de base

d'�ele
tronique num�erique.

Trois 
omposants sont n�e
essaires pour reproduire sous forme de


ir
uits une �equation aux di��eren
es :

l'op�erateur retard,

le sommateur,

+
+
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R�ealisation de �ltres num�eriques :

le gain.

Cha
un de 
es 
omposants 
orrespond �a une fon
tion de logique


ombinatoire et s�equentielle. Par exemple, l'op�erateur retard


orrespond �a une bas
ule D.
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R�ealisation de �ltres num�eriques :

Gr�a
e aux m�ethodes de synth�ese nous savons obtenir H (z) dont
l'expression 
ontient les 
oe�
ients de l'�equation aux di��eren
es


orrespondant au syst�eme que nous souhaitons r�ealiser :

p
∑

i=0

αi sn−i =

m
∑

j=0

βjen−j .
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R�ealisation de �ltres num�eriques :

Le 
ir
uit d'�ele
tronique num�erique 
orrespondant �a une �equation

quel
onque est :

+
+

+
+

+
+

+
+

+

+

+

+
-

-

-

-

Figure � Vue s
h�ematique d'un 
ir
uit 
orrespondant �a une �equation aux

di��eren
es.
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