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Cadre de travail : I'apprentissage par renforcement !

@ On a un environnement avec lequel on peut jouer au travers d'actions
a choisir

@ et une fonction de récompense r qui nous fournit un retour sur nos
actions choisies.

Dans le chapitre précédent, nous avons introduit le modele MDP qui
repose (entre autres) sur le choix d'une politique. Nous avons introduit la
notion de fonction de valeur pour évaluer une politique.

— Apprenons a présent a3 maximiser cette fonction!
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Equations de Bellman

Plan du chapitre

© Equations de Bellman
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Equations de Bellman

Avertissement

Dans la suite, on se concentre essentiellement sur des problémes a
horizon infini avec affaiblissement.

La plupart des résultats que nous verrons se généralisent aux autres
problémes.
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Equations de Bellman

Probleme d'optimisation :

max V7™ (xp) =

max E[r(x0, m(x0)) + vr(x1, 7(x1)) +v2r(x, 7(x2)) + ... ]

U
Recherche exhaustive : infaisable (il faudrait tester #A*> politiques!)

4

il faut s"appuyer sur la structure du MDP et simplifier le probleme
d’optimisation.
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Equations de Bellman

Astuce : équation de Bellman

Proposition

Pour toute politique sationnaire m = (7, 7,...), la fonction de valeur a
I'état x € X satisfait I'équation de Bellman :

VT(x) = r(x,m(x)) + 7> plylx, m(x)) V" (y).
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Equations de Bellman

Astuce : équation de Bellman

Preuve :
Pour toute politique 7, on a

V7T(x) = E[Z'ytr(xhﬂ'(xt)) | X0 = x; 71]

>0
= r(x,m(x)) + ]E[Z'ytr(xt, T(xt)) | xo = x; 7]
t>1
= r(x,7(x))
+"/ZP(X1 =y|x= X;W(Xo))]E[Z"/t_lr(Xt,W(Xt)) |x1 = y; 7]

= r(x,m(x)) + 7Y plylx 7 ())V7(y).
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Equations de Bellman

Exemple : le dilemme de I'étudiant

1 Repose —
Repose 05 :p r=-10
5

Travaille

&a .
0:3 . Repose =100
0.6
r=—1 0.9 6
ravaille Repose
3 \
“ 1 r=—1000
0.5 1
0.5 e
Travaille
r=—10
7
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Equations de Bellman

Exemple : le dilemme de I'étudiant

@ Probléme : horizon infini avec états terminaux.

@ Objectif : trouver la politique qui maximise la récompense cumulée
attendue avant d'atteindre un état terminal.

Note : L'équation de Bellman reste vraie pour ce type de probleme aussi.
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Equations de Bellman

Exemple : le dilemme de I'étudiant

@ Espace d'état : X = {x1;x2; X3; X4; X5, X, X7} et les états xs, xg, X7
sont terminaux .

@ Espace d'action : A = {repos; travail} — {0;1}.

@ Dynamique Markovienne : a; et x; sont des stats. suff. pour x;11

(05 05 0 0 0 0 0

0 06 0 0 04 0 O

0 0406 0 0 0 O

P(Xer1 =yl Xe=x;a=0)=|0 0 0 01 0 09 0
0 0 0 0 1 0 O

0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 1
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Equations de Bellman

Exemple : le dilemme de I'étudiant

o Espace d'état : X = {x1; x2; x3; Xa; X5, Xg; X7} €t les états xs, xg, X7
sont terminaux .

@ Espace d'action : A = {repos; travail} — {0;1}.

@ Dynamique Markovienne : a; et x; sont des stats. suff. pour x¢11

(05 0 05 0 0 0 O]
03 007 0 000
0 0 05 05 00 0
P(Xit1=y|Xtr=x;a=1)=|0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 100
0 00 0 010
(0 0 0 0 0 0 1]

@ Récompense :




Equations de Bellman

Exemple : le dilemme de I'étudiant - choix d'une politique 7

Travaille
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Equations de Bellman

Exemple : le dilemme de I'étudiant - calcul incrémental de V™ gréce a
Bellman

Notons V; = V™ (x;). Calculer V4 :

Vs = 100
Va = —10 + (0.9V4 + 0.1V4)

10 + 0.9V,
Y, = 7:;9 5 _8g.8
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Equations de Bellman

Exemple : le dilemme de I'étudiant - calcul incrémental de V™ gréce a
Bellman

Calculer V3 : pas besoin d’examiner toutes les trajectoires possibles

V, = 88.8
V3 = -1+ (05\/4 =+ 05\/3)

—1+05V,
= Vs = % — 86.8

et ainsi de suite pour le reste...
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Equations de Bellman

Equation de Bellman optimale :

Principe d’Optimalité de Bellman :

“Une politique optimale a pour propriété que, quel que soit I'état
initial et quelle que soit la décision initiale, les décisions restantes
doivent constituer une politique optimale par rapport I'état
résultant de la 1 décision.”
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Equations de Bellman

Equation de Bellman optimale :

Proposition

La fonction de valeur optimale V* (i.e., V* = max, V™) est la solution a
I'équation optimale de Bellman :

V*(x) = maxaea[r(x,a) + v > _ p(ylx, a) V*(y)].

et la politique optimale est

7 (x) = argmax [r(x, 2) + > plylx, a)Vi(y)].
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Equations de Bellman

Equation de Bellman optimale :
Preuve
Pour toute politique m = (a,7’) (possiblement non-stationnaire),

—

V*(x) ) mﬁxE[Z’ytr(xt,w(xt)) | x0 = x; 7]
£>0

max [r(x, a)+y Z ply|x, a)vV™ (Y)}

(a;m’) 5

= mfx [r(X7 a)+y Z p(y|x,a) mwa;nx Vﬂ/()’)}

max [r(x,2) + 7 p(ylx, a)V*(y)]

y

—~
o
~

—
al
~—

=
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Equations de Bellman

Systeme d'équations :

L'équation de Bellman

VT (x) = r(x, m(x)) +7 > plylx, m(x))V7(y).

y

forme un systéme linéaire d'équations avec N inconnues et N contraintes
linéaires.
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Equations de Bellman

Exemple : le dilemme de I'étudiant (rappel de la politique choisie )
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Equations de Bellman

Exemple : le dilemme de I'étudiant

VT(x) = r(x, m(x)) + 7 22, p(ylx, m(x))V7(y)

Systeme d'équations

Vi =0+05V; 405V (V.RERT, P e R
Vo =1403V;+0.7V5

Vs =—1405V, 405V V=R+PV
Vi =—10+0.9Vs + 0.1V, N

Vs =-10 b

Vs =100 V=(-P)'R
V, = —1000
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Equations de Bellman

Systeme d'équations :

L'équation optimale de Bellman

V*(x) = maxaea[r(x,a) + 7Y p(ylx, a)V'(y)].
y

forme un systéme non-linéaire d'équations avec N inconnues et N
contraintes non-linéaires (I'opérateur max).
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Equations de Bellman

Exemple : le dilemme de I'étudiant (politique optimale inconnue)

2 r=1
p=0.5
1 Repose _
Repose ) 0.5 j.ﬁl_) r=—10

Travaille
Qava' X
O.SL/\‘ )

r=100
0.6
r=-1 0.9 6
JTravaille Repose
3
« 4 r=—1000
0.5 )
——
03 Travaille
r=—10
4 7
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Equations de Bellman

Exemple : le dilemme de I'étudiant

Vi (x) = max[r(x, a) + 7 X, p(ylx, @)V (y)]

Systeme d'équations

Vi =max{040.5V; +0.5V; 0+0.5V; +0.5V5}

Vo =max{1+0.4Vs+0.6Vs; 1+0.3V;+0.7V5}

Vs =max{ —1+04V,+06Vs; —1405V,+05V5}
Ve =max{ — 10409V, +0.1Vs; —10+ V;}

Vs =-10

Ve =100

V, = —1000

= trop compliqué, besoin d'une solution alternative.
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Equations de Bellman

Les Opérateurs de Bellman :

Rq : sans perte de généralité, on prend le cas d'un espace d'état discret

|X| = Net V" € RV,

Definition

Pour tout W € RN, |" opérateur de Bellman T™ : RN — RN est
TTW(x) = r(x,m(x)) +7 > plylx, 7(x)) W(y),

y

et l'opérateur optimal de Bellman (ou opérateur de programmation
dynamique) est

TW(x) = maxaea[r(x,a) + fyz p(y|x,a)W(y)].
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Equations de Bellman

Les Opérateurs de Bellman :

Proposition

Propriétés des opérateurs de Bellman

© Monotonie : pour tout Wi, Wh € RN, si Wi <W, élément par
élément, alors

T Wy
TWy

Tﬂ— W2a

<
< TWa.
@ Décalage : pour tout scalaire ¢ € R,

Tﬁ(W—l-C/N) = TWW—I—VC/N,
T(W+C/N) = TW+’yCIN,

John Klein (UdL) A2DI 26 / 49



Equations de Bellman

Les Opérateurs de Bellman :

Proposition
3. Contraction pour la norme Lo : pour tout Wi, W, € RV

||T7FW1_T7TW2||OO < A/HWI_ W2||C>07
||TW17TW2||:>0 S A//||W17 W2||oc

4. Point Fixe : pour toute politique 7

V™  est I'unique point fixe de T,
V*  est I'unique point fixe de 7.

De plus, pour tout W € RV et toute politique stationnaire 7

lim (T™)w = Vv,
k— o0
lim (T)w = v~
k—o00
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Equations de Bellman

L'équation de Bellman :

Preuve
La propriété de contraction (3) est vérifiée car pour tout x € X on a

|TWa(x) — TWa(x)|

= ‘mgx [r(x,a) + 9> plylx, a)Wi(y)] - max [r(x, ) +vzp(y|x,af)Wz(y)H

y

()
< max
a

[r(x,a) +9 > plrlx aWA()] - [r(x.a) + > plyix. a)Wa(y)]|

y y
=ymax ) plylx, a)| Wi(y) — Waly)|
y
< 9lIWa = Whlloo max Y~ plylx, a) = 7| Wa — Wil o,
y

ol dans (x) on utilise | max, f(a) — max, g(a')| < max, |f(a) — g(a)|. A
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Programmation Dynamique

Plan du chapitre

© Programmation Dynamique
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Programmation Dynamique

Question :

Comment calcule-t-on concrétement les fonctions de valeur ? Comment en
déduire la politique résolvant notre MDP ?

= avec les algorithmes d'itération de la Valeur/Politique !
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Programmation Dynamique

Systeme d’'équations (Rappel) :

L'équation de Bellman

VT(x) = r(x,m(x)) + 7 Y plylx, m(x)) V7 (y).
y

forme un systéme linéaire d'équations avec N inconnues et N contraintes
linéaires.

L'équation optimale de Bellman

V*(x) = maxaea[r(x,a) +7 Y p(ylx, a)V(y)].

forme un systéme non-linéaire d'équations avec N inconnues et N
contraintes non-linéaires (I'opérateur max).
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Programmation Dynamique

Idée n°1 : Itération par valeurs

@ Soit Vj un vecteur dans RN quelconque.

@ A chaque itération k=1,2,... . K
o Calculer Vk+1 = T\/k

© Retourner la politique gloutonne

mc(x) € argmax |r(x, 3) +7 3 plylx, ) Vic(y)]
y
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Programmation Dynamique

[dée n°1 : Itération par valeurs - Complexité

Complexité Calculatoire

@ Chaque itération avec le calcul de la politique gloutonne prend O(N?|A|)
opérations.

Vi1 (x) = T Vi(x) = maxaea[r(x,2) + 7> p(ylx, a) Vi(y))]

V)]
mc(x) € argmax |r(x, 2) +7 Z Py 1, 2) Vic(y)
@ La complexité temporelle totale est O( KN?|A|)
Complexité Mémoire

@ Occupation mémoire d'un MDP : dynamiques O(/NV?|A|) et récompense
O(N|A]).

@ Occupation mémoire de la fonction de valeur et de la politique optimale
O(N).
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Programmation Dynamique

Nouvel outil : Fonction de valeur état-action / Q-fonction

Definition
Dans les problémes a horizon infini avec affaiblissement, pour tout

politique 7, la fonction de valeur état-action (ou Q-fonction) est
QT : X xA—=Ris

Q"(x,a) = E[nytr(xt, at)|xo = x, a0 = a, ar = w(x¢), Vt > 1},
>0

et la Q-fonction optimale correspondante est

Q"(x, 3) = max Q" (x, a).

John Klein (UdL) A2DI
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Programmation Dynamique

Q-fonction

Les relations entre la V-fonction et la Q-fonction sont :

Q"(x,a) = r(x,a)+v > plylx,a)V"(y)
yeX

Vi(x) = Q(x,7(x))
Q' (x,a) = r(x,a)+7 Y plylx,a)V*(y)

yeX
Vi(x) = @ (x,m(x)) = maxaea@(x, a).
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Programmation Dynamique

I[dée n°1 : Itération par valeurs - Implémentations alternatives

Q-iteration.

Q@ Soit Qp une Q-fonction quelconque
@ A chaque itération k=1,2,... K
o Calculer Qxr1 =T Qx

© Retourner la politique gloutonne
Tk (x) € argmax Q(x,a)
acA

Comparaison

@ Complexité calculatoire et occupation mémoire augmentée a O(N|A|) et
O(N?|AP?)

o Complexité calculatoire de la politique gloutonne diminuée a O(N|A|)
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Programmation Dynamique

I[dée n°1 : Itération par valeurs - Implémentations alternatives

Asynchronous VI.
@ Soit Vj un vecteur quelconque dans RV
@ A chaque itération k=1,2,... K

o Choisir un état x
o Calculer Vip1(xx) = T Vie(x«)

© Retourner la politique gloutonne

mk(x) € argmax [r(x,a)+7 > plylx, a)Vi(y)].

Comparaison

@ Complexité calculatoire réduite a O(N|A|).

@ Nombre d'itération maximum augmenté a O(KN) mais possiblement bien
plus faible en pratique les états sont priorisés correctement.

@ Convergence garantie.
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Programmation Dynamique

Idée n°2 : Itération par politiques

@ Soit mg une politique stationnaire quelconque
@ A chaque itération k=1,2,...,K
o Evaluation de la politique sachant 7, calculer V7.
o Amélioration de la politique : calculer la politique gloutonne

esa(x) € argmaxaea[r(x,a) 7Y plylx, a)V™(y)].

© Retourner la derniere politique 7k

Rq : habituellement K est le plus petit entier k tel que V™ = V7k+1,
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Programmation Dynamique

Idée n°2 : Itération par politiques - Garanties

Proposition

L'algorithme par itération de politiques génere une suite de politiques avec
des performances croissantes :

(VAL Vﬂ'k’

et il converge vers 7 en un nombre fini d'itérations.

John Klein (UdL A2DI 39 / 49




Programmation Dynamique

Idée n°2 : Itération par politiques - Garanties

Preuve

D’aprés la définition des opérateurs de Bellman et de la politique gloutonne my 1
VT = Trky ™ < TV =TTt YTk (1)

d'apres la monotonie de 77+ il s'en suit que
T, T, T,
V k S T k+1 V k7

TR Y™ < (T‘ﬂ'k+1)2 Ve

(T7"k+1)’7_1 V™ < (Tﬂ'k+1)" \/‘ffk7

En mettant bout a bout toutes les inégalités, on obtient
Vﬂ'k < Iim (TTka)nVTrk — V7Tk+1_
~ n—oo

Alors (V™) est une suite croissante.
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Programmation Dynamique

Idée n°2 : Itération par politiques - Garanties

Preuve (suite)
Puisqu’'un MDP fini admet un nombre fini de politiques, la condition d'arrét est

finalement vérifiée pour un certain k.
Ainsi la relation (1) est vraie avec une égalité et on obtient

Vﬂ'k — Tvﬂ'k

et V™ = V* impliquant que 7 est une politique optimale. B
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Programmation Dynamique

Idée n°2 : Itération par politiques

Notations supplémentaires :

@ Pour toute politique m, le vecteur de récompense est noté
r™(x) = r(x, m(x)),

e La matrice de transition est notée [P"]. , = p(y|x, m(x)).
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Programmation Dynamique

Idée n°2 : Itération par politiques - Etape d’évaluation de la politique

@ Par calcul direct. Pour toute politique 7 calculer
VT = (I —yP™) "t .
Complexité : O(N®) (peut étre ramenée & O(N2-807)).
@ [térativement. Pour toute politique 7

lim T"Vp = V7.

n— o0

Iogl/e)

Complexité : Une approximation de V™ A ¢ prés nécessite O(N? og1/7

étapes.

@ Par simulation type Monte-Carlo. Dans chaque état x, simuler n trajectoires
((x{)£>0,)1<i<n en suivant la politique 7 et calculer

(/7 1 . i i
V™ (x) ~ - ZZ'ytr(xt,w(xt)).
i=1 t>0
Complexité : En chaque état, |'erreur d’approximation est O(1//n).
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Programmation Dynamique

Idée n°2 : Itération par politiques - Etape d’amélioration de la politique

@ Si la politique est évaluée avec V, alors I'amélioration de la politique
a une complexité O(N|A|) (calcul d'une espérance).

o Si la politique est évaluée avec Q, alors I'amélioration de la politique
a une complexité O(|A|) correspondant a

Tk+1(x) € argmax Q(x, a),
acA
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Programmation Dynamique

[dée n°2 : Itération par politiques - Nombre d'itérations

@ Au pire O(I]Y‘fé/l Iog(ﬁ))
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Programmation Dynamique

Idée n°1 vs Idée n°2 / Itération par valeurs vs Itération par politiques

Itération par valeur
@ + : chaque itération est tres efficace d'un point de vue calculatoire.

@ — : la convergence est seulement asymptotique.

Itération par politiques

@ + : converge en un nombre fini d'itérations (souvent petit en
pratique).

@ — : chaque itération nécessite une évaluation de la politique complete
potentiellement coliteuse.

John Klein (UdL
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Programmation Dynamique

Exemple : le probleme Grid-World
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Conclusions

Plan du chapitre

© Conclusions
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Conclusions

Messages importants du chapitre

@ Les équations de Bellman offrent une formulation compacte et
inductive des fonctions de valeur.

@ La programmation dynamique permet de déterminer la politique
optimale pour un probléeme de type MDP.

@ Deux alternatives pour la mise en oeuvre : itération par valeur ou par
politique.
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